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Com este trabalho, pretendeu-se efectuar a caracterização de alguns
parâmetros ópticos de filmes semicondutores, recorrendo a medidas de
reflectância difusa, com o objectivo principal de determinar a energia de hiato
desses materiais. 
Desenvolveu-se um algoritmo computacional com base no modelo de Kubelka-
Munk, modificando as expressões originais de acordo com as características
do filme e do tipo de iluminação utilizado. Optimizaram-se os resultados,
aplicando o método do gradiente espectral projectado. A partir deste método,
obtiveram-se os valores dos parâmetros do índice de refracção, espessura,
coeficiente de dispersão e coeficiente de absorção, a partir do qual se
determinou a energia de hiato do material. Testou-se o algoritmo no caso de
um filme de dióxido de titânio (fase rutilo) num substrato de titânio, tendo sido
possível comparar com os resultados encontrados na literatura. Aplicou-se o
mesmo no caso de duas amostras de dióxido de titânio (fase anatáse)
depositadas sobre um substrato de molibdénio, tendo-se obtido uma energia
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With this work, it was pretended to do the characterization of some optical
parameters of semiconductor films, through diffuse reflectance measurements.
The main objective was to determine the bandgap energy of those materials. 
A computational algorithm based on the Kubelka-Munk was developed,
modifying the original expressions according to the film characteristics and the
sort of illumination used. The results were optimized, applying the spectral
projected gradient method. Values for the refraction index, thickness,
dispersion and absorption coefficient were obtained. The bandgap energy was
determined from the latter parameter. The algorithm was tested for a rutile
titanium dioxide film deposited on a titanium substrate, and from these results it
was possible to compare with the values from literature. The same algorithm
was applied in the case of two samples of anatase titanium dioxide deposited










































O  estudo  das  propriedades  ópticas  de  um  material  tem  um  papel  fundamental  na  sua 
caracterização.  Quando  esse  material  é  um  semicondutor,  é  através  destas  que  é  possível 






inglês,  bandgap.  Este  é  um  dos  parâmetros  mais  importantes  em  física  de  semicondutores, 
determinando  as  propriedades  eléctricas  e  ópticas  destes  materiais  [1,  2].  Graças  a  ele,  os 
electrões excitados permanecem em níveis de energia mais elevados por  tempo suficiente para 




de  bandas.  Estes  consistem  num  gráfico  de  energia,  E,  em  função  do momento,  k,  e  neles  se 
evidenciam os estados de energia permitidos e proibidos.  
Quando  o  material  semicondutor  se  encontra  a  baixa  temperatura  e  não  iluminado,  a 
banda de valência encontra‐se cheia e a de condução vazia. Ao se  incidir radiação  (fotões) com 
uma determinada energia, poderão ocorrer três situações. Na primeira, a energia da radiação é 
inferior  à energia do hiato: ܧ௚ ൐ ݄ߥ  (em que  Eg  é  a energia de hiato e hν  a energia do  fotão 
incidente). Nesse caso, o material é transparente à radiação e os electrões permanecem na banda 
de  valência. Nas  restantes  situações,  os  fotões  possuem  energia  igual  ou  superior  à  do  hiato, 
ܧ௚ ൑ ݄ߥ, podendo assim excitar os electrões que se encontram na banda de valência. Estes  irão 
atravessar  a  zona  de  hiato  e  passam  para  a  banda  de  condução,  tornando‐se  o material  num 
condutor.  Essa  passagem  pode  ocorrer  de  um  modo  directo  ou  indirecto  (figura  1(a)  e  1(b), 
respectivamente). No primeiro  caso,  apenas  é  requerida  a  incidência de um  fotão,  a  transição 
ocorre sem haver alteração no momento.  Já no segundo, de modo a garantir a conservação do 






















banda  de  valência  para  a  banda  de  condução.  A  temperatura  também  é  uma  variável 
fundamental, que  influencia o comportamento do semicondutor. O aumento desta pode  levar à 
alteração da  energia de hiato. Para  além disso,  a  concentração de portadores obedece  a uma 
distribuição de Boltzmann, a qual depende da  temperatura. Em geral, em  semicondutores com 
hiato indirecto, apenas se verifica a absorção de fotões se existir um número suficiente de fonões 









nome  de  armadilhas,  em  inglês  traps,  as  quais  irão  afectar  as  propriedades  de  condução  do 














nanocristalina,  é  poroso,  exibe  uma  elevada  área  superficial,  e  a  superfície  das  suas 
nanopartículas  exibe  uma  grande  quantidade  de  estados  localizados  na  banda  proibida.  Estas 

















Conhecendo  a  variação  do  coeficiente  de  absorção,  ݇,  com  o  comprimento  de  onda  da 
radiação  incidente, é comum traçar‐se uma curva deste parâmetro em função de hν, em que ݄ 
corresponde à constante de Planck e  radiação. Ajustando os dados à expressão ν à frequência da 
݄݇ߥ ൌ  ܣ൫݄ߥ െ ܧ௚൯
௡
  (1)
onde  o  índice  ݊  toma  o  valor  de  2  para  semicondutores  de  hiato  indirecto,  e  1/2  para 
semicondutores  de  hiato  directo,  e  A  é  uma  constante  independente  da  energia  do  fotão. 
Extrapolando a  zona  linear deste gráfico para  zero, designado por gráfico de Tauc, obtém‐se a 
energia de hiato do material, Eg [14, 16]. 
Quando  os  filmes  são  finos  e  as  superfícies  lisas,  é  frequente  recorrer‐se  à  técnica  de 




No  caso  em  que  as  amostras  são  opacas,  não  é  possível  aplicar  nenhum  dos  métodos 
anteriores, uma vez que apenas é possível efectuar medidas de reflectância. É usual recorrer‐se a 
um  espectrofotómetro  de  UV‐visível,  desde  que  a  amostra  (em  pó)  seja  espessa  o  suficiente 
(entre  1  a  3mm),  para  absorver  ou  dispersar  toda  a  luz  incidente  e  a  sua  superfície  seja  lisa. 
Também pode ser razoável recorrer a este método quando os filmes a analisar são espessos [18, 
19].  
Nenhum  dos métodos mencionados  anteriormente  se  aplica  aos  filmes  aqui  estudados, 
uma vez que estes são opacos e a sua superfície é rugosa. Recorrendo a um modelo radiativo de 
transferência de dois  fluxos, o modelo de Kubelka‐Munk, pretende‐se estudar  as propriedades 





Este  trabalho divide‐se em  três partes principais:  (i) o desenvolvimento de um algoritmo 
baseado no modelo de Kubelka‐Munk,  (ii) a aplicação desse modelo a valores experimentais  já 
reportados em  [14, 18, 20] e, por  fim,  (iii) a aplicação desse mesmo modelo em duas amostras 
preparadas e  caracterizadas em  laboratório. A  criação do algoritmo acabou por  tomar a maior 





de  TiO2  (estrutura  de  rutilo),  sobre  um  substrato  de  titânio  (Ti).  Quanto  às  amostras 
caracterizadas na terceira parte do trabalho, consistem num filme de TiO2 (estrutura de anatáse) 
depositado  sobre  um  substrato  de  molibdénio  (Mo),  o  qual  foi  previamente  depositado  num 
3 
 
substrato  de  vidro.  É  importante  salientar  que  o  algoritmo  desenvolvido  tem  uma  forte 
aplicabilidade,  não  se  restringindo  apenas  a  este  material.  Adequando  os  valores  iniciais 
requeridos consoante o material que se pretende analisar, é possível obter os seus parâmetros 
característicos  (índice  de  refracção,  coeficiente  de  extinção  e  absorção,  espessura  média, 
coeficiente de dispersão e energia de hiato). 
No  segundo  capítulo  efectua‐se  uma  descrição  do  modelo  de  Kubelka‐Munk  e  da  sua 




No  terceiro  capítulo,  apresenta‐se  o  método  de  optimização  utilizado,  designado  por 
método do gradiente espectral projectado, SPG  (siglas provenientes do  inglês spectral projected 




no  quinto  capítulo.  No  sexto  capítulo  são  incluídos  dois  anexos,  no  primeiro  demonstra‐se  a 


















medidas  de  reflexão  e  transmissão,  determinando  o  índice  de  refracção  e  o  coeficiente  de 
extinção como função do comprimento de onda da radiação incidente [15, 22, 23]. Supondo que 
os meios em causa são absorventes, possuem  índices de refracção complexos, ݊ଵሺߣሻ ൅ ݅݇ଵሺߣሻ e 
݊ଶሺߣሻ ൅ ݅݇ଶሺߣሻ, onde  a parte  real  determina  a  velocidade da  propagação da  luz no meio,  e  a 
parte  imaginária  é  designada  por  coeficiente  de  extinção,  o  qual  determina  o  coeficiente  de 
absorção [1]. O coeficiente de reflexão na interface entre eles, sob incidência normal, é dado por 
[24] : 
  ݎሺߣሻ ൌ ൭
൫݊ଶሺߣሻ െ ݊ଵሺߣሻ൯
ଶ








ݐሺߣሻ ൌ exp ሺെ݇ሺߣሻ݄ሻ   (3)
Se os filmes não forem transparentes, as medidas de transmissão deixam de ser aplicáveis, 
tornando‐se deste modo mais difícil determinar as grandezas físicas pretendidas. Nesse contexto, 
surge  a  necessidade  de  recorrer  a  outros  modelos  teóricos  como  o  de  Kubelka‐Munk, 






uma  direcção,  enquanto  a  segunda  tende  a  dispersar  a  luz  em  várias  direcções,  de  um modo 
























Considerou‐se  a  existência  de  dois  fluxos  isotrópicos  difusos,  que  se  propagavam  em 
direcções  opostas,  como  se  pode  constatar  na  figura  3.  Foi  então  introduzido  o  conceito  de 









A  intensidade de  luz difusa que viaja na direcção de  incidência designa‐se por ܫௗ  e a que 




݀ܫௗ ൌ െሺܭ ൅ ܵሻܫௗ݀ݖ ൅ ܵ  ܬௗ݀ݖ
െ݀ܬௗ ൌ െሺܭ ൅ ܵሻܬௗ݀ݖ ൅ ܵܫௗ݀ݖ 
(5)




















⁄ ൌ െܽܫ ൅ ܬ
െ݀ܬ ܵ݀ݖ⁄ ൌ െܽܬ ൅ ܫ 
(8)





ൌ െݎଶ ൅ 2ܽݎ െ 1  (9)
Designando por ݎௗௗ
௦  o coeficiente de reflexão difusa para a radiação que atinge a interface 
filme‐substrato  [35] e  integrando  a  equação  anterior  sobre  toda  a espessura do  revestimento, 
obtém‐se [33]: 













௦ ሺܽ െ ܾ coth ܾ݄ܵሻ





Originalmente,  a  formulação do modelo não  teve  em  consideração  a  reflexão parcial da 
radiação  incidente na  interface  iluminada, nem a  reflexão parcial da  radiação difusa  interna na 
interface filme‐ar, devido à alteração do índice de refracção entre os dois meios [30, 35]. 
Este  estudo  foi  efectuado  em  1942  por  Saunderson,  e  embora  a  correcção  por  ele 
efectuada  não  seja  a  única,  ela  é  a mais  usada  [30].  Foram  introduzidos  dois  coeficientes  de 
reflexão, um externo e um  interno: ݎௗௗ
௙ , para a radiação difusa  incidente na  interface ar‐filme, e 
ݎௗௗ
௕ ,  para  a  radiação  difusa  na  interface  filme‐ar,  respectivamente  [25].  A  expressão  da 
















especular  para  cima  ou  especular  para  baixo  [30].  Este  modelo  é  mais  geral,  contudo  mais 
complexo do ponto de vista de formulação matemática.  
Vargas  e  Niklasson  observaram  que  a  diferença  entre  os  dois  métodos  se  deve 


















rugosidade  óptica  da  superfície,  a  luz  por  esta  reflectida  pode  ser  colimada,  difusa  ou 
parcialmente colimada e parcialmente difusa, enquanto a luz transmitida é principalmente difusa. 
Tal  como  já  foi mencionado anteriormente, para aplicar o modelo de dois  fluxos, é necessário 
considerar que a  luz no  interior do  filme é difusa. Contudo, considera‐se que a  luz reflectida na 
superfície  frontal é constituída pelas componentes colimada e difusa. Embora este pressuposto 
possa parecer  inconsistente com o anterior, na realidade não só permite verificar a sua validade 
como  também aumentar generalidade do modelo. Por exemplo, em  filmes com uma  superfície 
frontal  opticamente  lisa,  mas  que  são  fortemente  dispersores,  a  luz  reflectida  pode  ser 
parcialmente  colimada enquanto a  luz no  interior do  filme é difusa. Também é  vantajoso usar 




Embora  já  tenham  sido  introduzidas  algumas  das  variáveis  usadas  neste método,  é  útil 
concentrar  as  suas  definições  nesta  secção,  para  facilitar  a  leitura  do  resto  da  descrição  do 
modelo. Em primeiro lugar, é importante distinguir entre reflectância e coeficientes de reflexão. A 
primeira, designada pela letra R, é dada pela razão entre o fluxo reflectido e o fluxo incidente [37], 
e é  referente à  reflexão de  luz do  sistema  filme‐substrato  [18]. Por  sua vez, os  coeficientes de 
reflexão,  designados  por  r,  são  dados  pela  razão  entre  as  amplitudes  das  ondas  reflectida  e 
incidente [38], sendo relativos apenas à reflexão numa única superfície. Dado que a luz incidente 




















c e d correspondem a  luz colimada e difusa, respectivamente, e os  índices  f, b e s, consoante a 
reflexão em causa se dê na superfície frontal, ou traseira do filme (em ݖ ൌ 0), ou na parte frontal 







positivo e no sentido negativo d equações é dada por:   o eixo dos z. A solução geral dessas 
  ܫௗሺݖሻ ൌ ܥଵ݁ݔ݌ሺെܾܵݖሻ ൅ ܥଶ݁ݔ݌ሺܾܵݖሻ  (13)





ܫௗሺ0ሻ ൌ ൫1 െ ݎ௖௖
௙ െ ݎ௖ௗ
௙ ൯ܫ௖଴ ൅ ݎௗௗ
௕  ܬௗሺ0ሻ  (15)
e 






















௦ െ ܽ ൅ ܾሻܫ௖଴݁ݔ݌ሺെܾ݄ܵሻ
ܾ൫1 െ ݎௗௗ
௕ ݎௗௗ






Por  fim,  substituindo  nas  equações  (13)  e  (14),  a  intensidade  de  luz  difusa  na  direcção 




௙ ൯ܫ௖଴ሾܾ ܿ݋ݏ݄ሺܾ݄ܵ െ ܾܵݖሻ ൅ ሺܽ െ ݎௗௗ
௦ ሻݏ݄݅݊ሺܾ݄ܵ െ ܾܵݖሻሿൟ
ܾ൫1 െ ݎௗௗ
௕ ݎௗௗ













௦ ܿ݋ݏ݄ሺܾ݄ܵ െ ܾܵݖሻ ൅ ሺ1 െ ܽݎௗௗ
௦ ሻݏ݄݅݊ሺܾ݄ܵ െ ܾܵݖሻሿൟ
ܾ൫1 െ ݎௗௗ
௕ ݎௗௗ






A  reflectância  total  do  sistema  filme  e  substrato  é  dada  pela  soma  entre  a  reflectância 
colimada,  Rcc,  e  a  reflectância  difusa,  Rcd.  A  primeira  corresponde  à  componente  reflectida 





Já  a  reflectância  difusa  é  dada  pela  soma  da  componente  reflectida  do  fluxo  radiativo 
incidente  e  o  fluxo  difuso  que  é  transmitido  na  direcção  negativa  do  eixo  dos  z,  em  ݖ ൌ 0,  e 
normalizadas ao fluxo radiativo incide tn e: 
ܴ௖ௗ ൌ
















Esta  expressão  é  semelhante  à  equação  (12), obtida por  Saunderson para  a  reflectância 









ܵ ൌ 2ሺ1 െ ߞሻݏ   (24)
onde ߞ é designado por razão de dispersão no sentido positivo e é definido como a razão entre a 
energia dispersa por uma partícula no hemisfério positivo e a energia dispersa total. Quando as 
partículas  que  compõem  o  filme  apresentam  dimensões  superiores  ao  comprimento  de  onda, 
estas encontram‐se muito próximas e existe coerência no seu comportamento. Então, a  luz que 
nelas  incide  irá  sofrer  interferência construtiva, ocorrendo  forte dispersão: a dispersão de Mie. 
Nesse  caso,  a  dispersão  é  independente  do  comprimento  de  onda  da  radiação  incidente  e 
1 2⁄ ൏ ߞ ൏ 1 [37]. Se as partículas possuem diâmetro da ordem de grandeza do comprimento de 
onda, isto é, inferiores a λ/15, o tipo de dispersão envolvido designa‐se por dispersão de Rayleigh. 
Nesta  situação,  as  partículas  encontram‐se  distribuídas  aleatoriamente  no  espaço,  mais 
distanciadas entre si. Então o comportamento  já não será coerente, uma vez que as ondas que 
interferem  nas  extremidades  do  filme  já  não  estão  em  fase  com  as  restantes.  Como 
consequência, a dispersão diminui. Este é um caso  limite da dispersão de Mie para partículas de 
pequenas dimensões, e ߞ ൌ 1 2⁄  [18, 37]. 
Em  relação  ao  coeficiente  de  absorção  efectivo,  este  relaciona‐se  com  o  coeficiente  de 
absorção intrínseco por unidade de comprim através da expressão ento, k, 
ܭ ൌ ߝ݇   (25)
em  que  ε,  corresponde  ao  factor  de  isotropia.  Considera‐se  que  o  comprimento  médio  do 
caminho que a luz difusa percorre ao atravessar uma distância ݀ݖ é  ߝ݀ݖ. Para a luz colimada, ε = 
1, enquanto para  luz difusa semi‐isotrópica (isotrópica apenas na direcção de propagação), ε = 2 








de  superfície  em  causa.  Por  um  lado,  esta  pode  ser  opticamente  lisa,  e  a  luz  reflectida  é 
concentrada em torno da direcção especular [31]. Aí recorre‐se aos coeficientes de Fresnel mais 
comuns,  que  podem  ser  consultados  em  livros  de  óptica  [19,  37,  39].  Por  outro  lado,  se  a 
superfície  for  opticamente  rugosa,  o  tratamento  terá  que  ser  mais  cuidado,  uma  vez  que  é 
necessário  ter  em  conta  a  geometria  da  formação  de  imagens,  bem  como  a  da  iluminação. 
Existem duas abordagens diferentes a este problema: uma baseada em óptica física (modelo de 
Beckmann‐Spizzichino)  e  outra  em  óptica  geométrica  (modelo  de  Torrance‐Sparrow)  [18].  A 
primeira  estuda  a  reflexão  da  luz  incidente  recorrendo  à  teoria  de  ondas  electromagnéticas, 
sendo mais  complexa do ponto de  vista matemático.  Já  a  segunda, embora matematicamente 








simples,  em  que  os meios  não  são  absorventes  (por  exemplo,  [37]),  ou  então  apenas  um  dos 
meios o é. (por exemplo, [18, 19]) Contudo, neste trabalho considerou‐se a situação mais geral, 










ܿ݋ݏଶሺߠ௜ሻ ൅ ܽଶ ൅ ܾଶ െ 2ܽ ܿ݋ݏሺߠ௜ሻ
ܿ݋ݏଶሺߠ௜ሻ ൅ ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ 2ܽ ܿ݋ݏሺߠ௜ሻ
  (26)
e que o coeficie de    nte   reflexão paralelo é dado por:
ݎצሺߠ௜ሻ ൌ ݎୄሺߠ௜ሻ
ܽଶ ൅ ܾଶ െ 2ܽ ݏ݅݊ሺߠ௜ሻݐܽ݊ሺߠ௜ሻ ൅ ݏ݅݊ଶሺߠ௜ሻݐܽ݊ଶሺߠ௜ሻ




ܽ כ ଶ ൅ ܾଶ ൌ ݖݖ
2ܽ ൌ ݖ ൅ ݖכ 
(28)
e 








Sendo z* o complexo conjugado de  z. O coeficiente de  reflexão de Fresnel para  radiação 






















superfície  que  podem  obstruir  tanto  a  onda  incidente  num  dado  local,  como  a  que  dele  é 
dispersa, reduzindo deste modo a quantidade de luz reflectida [40]. Esses efeitos são funções dos 
ângulos de incidência e reflexão [31]. 

























valor  do  campo  eléctrico  num  dado  ponto  à  superfície  é  igual  ao  que  existiria  se  esta  fosse 
substituída  por  um  plano  tangente  [40].  Assume‐se  então  que  o  raio  de  curvatura  das 
irregularidades  da  superfície  é  elevado,  quando  comparado  com  o  comprimento  de  onda  da 
radiação incidente [31]. Thorsos demonstrou que a aproximação é precisa para ߬/ߣ ذ 1 e quando 
se usa um tratamento de sombras adequado [18]. 
Os  integrais  que  se  apresentam  em  seguida  são  determinados  considerando  que  as 
superfícies ou  são muito  rugosas do ponto  de  vista óptico,  isto  é,  ሺ2ߨߪ/ߣሻଶ ب 1, onde  σ  é  a 
rugosidade efectiva da  superfície, ou que estas possuem declives  suaves, ou  seja,  ሺߪ/ߣሻଶ ا 1. 
Despreza‐se a ocorrência de múltiplas reflexões à superfície, o que se verifica quando a superfície 
é opticamente lisa [18]. 
Segundo  He  et  al.,  [40],  o  coeficiente  de  reflexão  r  é  obtido  através  da  função  de 
distribuição  de  reflectância  bidireccional  (BRDF,  do  inglês  bidirectional  reflectance  distribution 
function), ρ, pela expressão: 





















onde  θi é o ângulo polar de  incidência, ݀߱௜ é o ângulo  sólido de  incidência e  Δ é uma  função 
delta, igual à unidade no cone de reflexão especular e zero na restante área. Por sua vez, ݎிሺߠԢሻ é 
o coeficiente de reflexão de Fresnel secção:   avaliado no ângulo de bis
ߠᇱ ൌ ܿ݋ݏିଵ൫ห݇௥  ෢ െ ݇ప෡ ห/2൯  (35)





onde  θr  corresponde  ao  ângulo  polar  de  reflexão.  Seja  φ   o  ângulo  azimutal  de  reflexão,  e 
assumindo que o ângulo az  φ   é co, G, é dado por: 
r
imutal de incidência, i =0, o factor geom tri
ܩ ൌ
4ሺ1 ൅ ܿ݋ݏߠ௜ܿ݋ݏߠ௥ െ ݏ݅݊ߠ௜ݏ݅݊ߠ௥ܿ݋ݏ߶௥ሻଶ
ሺܿ݋ݏߠ௜ ൅ ܿ݋ݏߠ௥ሻଶ
    (37)





  ሺܿ݋ݏߠ௜ ൅ ܿ݋ݏߠ௥ሻ൨
ଶ
  (38)








































Dada  a  rugosidade  da  superfície,  é  de  esperar  que  ocorram  efeitos  de  sombra  e  de 




  ߪ ൌ ߪ଴ሺ1 ൅ ݖ଴
ଶ/ߪ଴
ଶሻିଵ/ଶ  (43)


























for i= 1:length(theta_r) 
    Kr(i)= tan(theta_r(i)).*erfc((tau.*cot(theta_r(i)))./(2.*sigma0)); 
    z0(i) = fzero(@(z) fzer(z,Kr(i), sigma0),100);  
end 
em que fzer é uma função dada por 
function  F = fzer(z,Kr,sigma_0) 
  
F =(sigma_0./4).*(Kr).*exp(-(z.*z)./(2.*sigma_0.*sigma_0)) - 




Figura  8  –  Dependência  de  yଶ െ yଵ ൌ ߪ଴ 4⁄ ሺܭ௜ ൅ ܭ௥ሻ݁ݔ݌ሺെ ݖଶ 2ߪ଴
ଶ⁄ ሻ െ ඥߨ 2⁄ ݖ    com  a  altura  da  superfície, 
considerando uma rugosidade de superfície média de 10 e 1000 nm, e τ/σ0 = 10. Cada curva representa um ângulo 
de reflexão diferente, entre 0 e π/2. 
Verifica‐se que  com o aumento de  σ0,  z  também vai aumentar, e que não existe grande 










































ݎ ൌ ݎ௦ ൅ ݎௗ   (49)
Usando as equações  (32) e  (36), a  componente difusa do  coeficiente de  reflexão  total é 
dada por: 







para uma superfície perfeitamente  reflectora do  tipo espelho,  rF(0)=1 e  rs=1. Então, no caso de 
superfícies opticamente rugosas, o co f d specular é dado por: e iciente  e reflexão e
ݎ௦ ൌ ݎிሺߠ௜ሻ݁ݔ݌ሺെ݃ሻܼ   (51)
Na  figura 9 apresenta‐se um gráfico da dependência angular do  integrando da expressão 
(50), para a situação em que θi=0 e para um comprimento de onda de radiação incidente de 500 
nm.  Observa‐se  uma  grande  dependência  do  integrando  como  inverso  do  declive  médio  da 
superfície,  τ/σ0,  e  uma  fraca  dependência  com  σ0.  Isto  significa  que  o  coeficiente  de  reflexão 
difusa depende fortemente do declive das superfícies, não tanto da altura das imperfeições. É de 
notar que o integrando é nulo para θr=0, uma vez que neste caso a reflexão é considerada como 
especular.  Contudo,  e  nomeadamente  no  caso  de  τ/σ0  ser  elevado,  o  seu  valor  aumenta 
















Atendendo  a esta  geometria, o  coeficiente de  reflexão de  luz  colimada em  luz  colimada 
requerido pelo modelo de Kubelka‐Mu  é : nk  dado por
ݎ௖௖
௙ ൌ ݎ௦ ൅ ݎௗ|ఏೝ ஸ ట   (52)




௙ ൌ ݎௗ|ఏೝவ ట  (53)
Considerando que rF(θi) = rF(0), a BRDF é  independente do ângulo azimutal, φr, e Z=1 para 
reflexão especular, atr vé (50) )a s das expressões   e (51  obtém‐se:  
ݎ௖௖

















A  luz  difusa  reflectida  numa  superfície  opticamente  rugosa  assim  o  permanece,  e  o 
coeficiente  de  reflexão  é  determinado  usando  uma média  angular  sobre  todos  os  ângulos  de 











semelhantes em ambos os casos. Para um filme com índice de refracção complexo  ௖ܰ ൌ ݊௖ ൅ ݅݇௖, 
depositado sobre um substrato com índice de refracção complexo  ௦ܰ ൌ ݊௦ ൅ ݅݇௦, os coeficientes 
de  reflexão difusa na superfície  traseira do  filme e na superfície  frontal do substrato são dados 
por [18]: 
 
ݎ ൌ ൌ ൌ ܰ  ௗௗ
௕ ݎௗௗሺ ଵܰ ௖ܰ, ଶܰ ௔௥ሻ
ݎௗௗ




















para  o  interior  do  filme  é  principalmente  difusa,  o  que  possibilita  a  aplicação  do  modelo 
modificado de Kubelka‐Munk [18]. Também se observa que o comportamento das curvas é muito 











A  reflectância  difusa  segue,  em  geral,  o mesmo  comportamento  que  os  coeficientes  de 
reflexão, como se pode observar na  figura 12. Contudo, em  torno dos 390 nm, esta decresce e 
subitamente volta a aumentar. Isto deve‐se ao facto de nesta zona o coeficiente de absorção do 
TiO2  se aproximar de  zero. Até esse  comprimento de onda, a absorção é elevada e ܴ௖ௗ ൎ ݎ௖ௗ
௙ . 
Quando a absorção é  fraca  (ou nula), ܴ௖ௗ ൐ ݎ௖ௗ





















comportamento da  curva  já  varia  substancialmente, devido  à  variação no  comportamento dos 





uma diminuição do  seu  valor, as  curvas  seguem o mesmo  tipo de  comportamento, quando  se 
reduz o nc. Isso  irá justificar o facto de que quando se decresce o  índice de refracção em 25%, a 
reflectância  difusa  diminuir  consideravelmente,  mas  não  altera  o  seu  comportamento:  esta 
função é maioritariamente influenciada pelo valor de ݎ௖ௗ
௙ . Quando o índice de refracção decai para 
metade,  passa  a  haver  uma  contribuição  muito  significativa  do  ݎௗௗ
௦   no  comportamento  da 
reflectância difusa. 
 
Figura 13 – Efeito da variação do  índice de  refracção,  (a) nos coeficientes de  reflexão. As curvas a  tracejado,  traço‐
ponto e a cheio correspondem a 0.5n  (TiO2), 0.75n  (TiO2) e ao n(TiO2)  inicial,  respectivamente, e  (b) na  reflectância 
difusa de um filme de TiO2 de 1μm de espessura depositado num substrato de Ti, com σ0 = 571nm e τ = 6480 nm. 
a  b
Quanto  à  influência  do  coeficiente  de  extinção  (figura  14)  verifica‐se  que  esta  ocorre 
principalmente para a radiação incidente de baixos comprimentos de onda, e para a zona em que 
kc  se aproxima de  zero. No caso do coeficiente de  reflexão ݎ௖௖
௙ , não  se verifica grande variação 
com  kc  (figura  14  (a)).  Contudo,  para  os  restantes  coeficientes  há  uma  grande  variação  para 






reflexão  de  luz  colimada  em  luz  colimada.  A  reflectância  difusa  (figura  14  (b))  varia 
consideravelmente entre os 250 e os 350nm,  zona em que o coeficiente de extinção aumenta, 




Em  relação  à  variação  da  reflectância  difusa  com  ε  (figura  15  (a)),  esta  não  é  muito 












realidade, enquanto nos  restantes  casos apenas havia uma mudança na  reflectância difusa  (no 
eixo das ordenadas), aqui verifica‐se um deslocamento do máximo que ocorre em torno dos 400 






o  valor do  coeficiente de dispersão, os  resultados  já  irão  ser  afectados para  comprimentos de 
onda  superiores  a  350  nm.  Verifica‐se  que  para  longos  comprimentos  de  onda  de  radiação 





















energia de hiato do material em estudo. so,   calcular a absorvância:  Para is basta
  ܣ ൌ ܴ௠௔௫ െ ܴ௖ௗ  (58)
onde Rmax corresponde ao valor máximo de Rcd para valores de comprimento de onda superiores 
ao vale que existe em torno dos 400 nm. Deste modo, o valor mínimo da absorvância é zero, e o 
comprimento de onda  do hiato  (de  um modo  equivalente,  a  energia de hiato)  é  determinado 





este  toma  um  valor mais  elevado  do  que  para  amostras mais  finas.  Aplicando  o método  dos 
mínimos  desvios  quadráticos,  obtiveram‐se  para  os  filmes  de  1  μm,  100  nm  e  10  μm  de 
espessura,  um  comprimento  de  onda  de  hiato  de  405,40  nm,  390,64  nm  e  415,78  nm, 
respectivamente. Verifica‐se então uma diferença de cerca de 25,2 nm do filme mais espesso para 







de optimizar o modelo,  recorrendo  a um método  de  ajuste que permita  aproximar os  valores 







valores  óptimos  dos  parâmetros  anteriormente  mencionados.  Este  método,  usado  na 
minimização  de  funções  continuamente  diferenciáveis  de  conjuntos  não‐vazios,  fechados  e 
convexos  [42],  tem vindo a ser desenvolvido e aplicado em diversas áreas ao  longo das últimas 
décadas [20]. Existem inúmeras publicações que a ele recorrem, apresentando novas abordagens 
do  tema,  quer  a  nível  de  formulação  teórica  (através  de  novas  expressões  que  permitam 
aumentar a rapidez da convergência), quer a nível de aplicações práticas. As referências [42‐46] e 
[47, 48] são alguns exemplos do primeiro e do segundo casos, respectivamente.  
Birgin  et al. desenvolveram um  algoritmo baseado neste método  (disponível online para 
download  [49])  a  partir  do  qual  é  possível  determinar  o  índice  de  refracção,  o  coeficiente  de 
absorção e a espessura de  filmes usando dados de  transmissão.  Já Vargas et al. aplicaram um 
método  semelhante,  no  qual  inverteram  as  equações  do  modelo  de  Kubelka‐Munk.  A  partir 



















é  ajustar  as diferentes  variáveis de modo  a que os  valores  teóricos  se  aproximem dos  valores 
experimentais,  isto  é, que  a diferença  entre os dois  tenda para  zero. Para  isso,  vai  analisar‐se 









ۓ ݏ൫ߣ௣൯, ݅ ൌ 1,2, … , ݌
݇௖൫ߣ௣൯, ݅ ൌ ݌ ൅ 1, ݌ ൅ 2,… ,2݌
݊௖൫ߣ௣൯, ݅ ൌ 2݌ ൅ 1,2݌ ൅ 2,… ,3݌














λ1  λp  λ1  λp  λ1  λp  ‐ 
s1  sp  kc1  kcp  nc1  ncp  h 
Rcd exp1  Rcd expp  Rcd exp1  Rcd expp  Rcd exp1  Rcd expp  Rcd exp 
 
Genericamente, o gradiente da função é determinado através das derivadas parciais de ܨ 
t r i iem ordem a ܺ, sendo es e substituído po  s(λi), kc(λ ), nc(λ ) e h: 
߲ܨሺܼሻ
߲ܺ
ൌ െ2൛ܴ௖ௗ ௘௫௣ሺߣ௜ሻ െ ܴ௖ௗሾݏሺߣ௜ሻ, ݇௖ሺߣ௜ሻ, ݊௖ሺߣ௜ሻ, ݄ሿൟ ൈ






refracção  do  filme,  não  podem  ser  determinadas  algebricamente  devido  à  complexidade  das 
expressões dos co e r .efici ntes de  eflexão  Sabendo que  
ܴ௖ௗ ൌ ܴ௖ௗൣܵ, ܭሺ݇௖ሻ, ݎ௖௖
௙ሺ݇௖, ݊௖ሻ, ݎ௖ௗ
௙ ሺ݇௖, ݊௖ሻ, ݎௗௗ
௕ ሺ݇௖, ݊௖ሻ, ݎௗௗ
௦ ሺ݇௖, ݊௖ሻ, ݄൧   (62)
































































௙ ߲݇௖ሺߣ௜ሻൗ ,   ߲ݎௗௗ
௕ ߲݇௖ሺߣ௜ሻ⁄ ,   ߲ݎௗௗ
௦ ߲݇௖ሺߣ௜ሻ⁄ ,   ߲ݎ௖௖
௙ ߲݊௖ሺߣ௜ሻൗ , 
 ߲ݎ௖ௗ
௙ ߲݊௖ሺߣ௜ሻൗ ,   ߲ݎௗௗ
௕ ߲݊௖ሺߣ௜ሻ⁄ , ߲ݎ







ݎ൫݊௖ሺ݅ ൅ 1ሻ, ݇௖ሺ݅ሻ൯ െ ݎ൫݊௖ሺ݅ሻ, ݇௖ሺ݅ሻ൯
݊௖ሺ݅ ൅ 1ሻ െ ݊௖ሺ݅ሻ
  (65)
onde  ݎ  deverá  ser  substituído  por  cada  um  dos  coeficientes  de  reflexão  em  causa. O mesmo 
raciocínio é aplicado na derivação dos coeficie es  r exão m ordem a ݇௖. nt  de efl  e
As  derivadas  de  Rcd  em  ordem  a  K,  ݎ௖௖
௙ ,  ݎ௖ௗ
௙ ,  ݎௗௗ
௕   e  ݎௗௗ
௦   foram  determinadas  derivando 
parcialmente as equações (11) e (23). Quanto à derivada parcial de K em ordem a kc, esta é obtida 









 1 ൑ ݊௖ ൑ 5
10ି଺ ൑ ݇௖ ൑ 2 
10 ିଵ ି଻ ൑ ݏ ൑ 10ିହ݊݉
0.9݄כ ൑ ൑ 1.1݄݄ כ 
Note‐se que o valor mínimo que  tanto ݇௖  como ݏ podem  tomar  terá que  ser  superior a 
zero,  caso  contrário, as expressões de Rcd e RKM  tenderão para  infinito. Consequentemente, os 
resultados obtidos afastar‐se‐ão do pretendido. 
(66)
Quando  se  analisa  a  variação  do  coeficiente  de  extinção,  para  além  da  restrição 
mencionada,  é  necessário  introduzir  uma  condição  que  permita  alcançar  a  convergência 
rapidamente  e  outra  que  mantenha  os  seus  valores  dentro  de  limites  razoáveis.  A  primeira 
implica que o  comprimento de onda do hiato não possa aumentar mais do que 50 nm do  seu 
valor  inicial,  ݇௖כ.  Para  além  de  aumentar  a  convergência  para  valores  razoáveis  de  kc,  não  é 
necessariamente  restritiva, uma vez que o valor do comprimento de onda de hiato para o TiO2 
sob a estrutura rutilo não irá variar al  [20].  condição é dada por ém desse valor  A
݇௖ሺߣ௜ሻ ൏ ݇௖כሺߣ௜ െ 50ሻ   (67)




    if i >= 2*p+51 % para um cdo superior a 350 nm 
        u(i) = min(Z(i-25),2);  
    else 
        u(i)=2;   
    end 
A segunda condição  implica que o coeficiente de absorção deve diminuir com o aumento 
do comprimento de onda. Isto está de acordo com o esperado, dado que a partir do comprimento 
de  onda  de  hiato,  os  fotões  que  atinjam  o  material  em  estudo  irão  passar  por  este  sem 





݀݇௖ሺߣ௜ሻ ൑ 0  (68)
݀ߣ
Esta irá ser introduzida no cálculo da função, determinando o máximo entre a diferença de 
dois  coeficientes  de  absorção  adjacentes,  ሺ݇௖ሺ ߣ௜ሻ െ ݇௖ሺ ߣ௜ିଵሻሻ  e  zero. O  factor  de  penalização 
considerado é de 0,1. Na prática, introduzem‐se as seguintes linhas de código: 
    f1=(Rcd_exp(i) - Rcd(i)); 
    if i>=2 
        pen=max(0,(Z(2*p+i) - Z(2*p+i-1))).*0.1; 
        f1=sqrt(f1.^2+pen.^2); 
    end 






Pretende‐se então  calcular o vector Z por  forma a que a  função objectivo, ܨሺܼሻ,  tome o 
valor mais baixo possível para ԡ݃ሺܼሻԡ ൑ ߛ,  isto é, até a norma do gradiente ser  inferior a uma 




parâmetro de decréscimo  γ א  ሺ0,1ሻ  e dois parâmetros que  garantam  a  fiabilidade dos  valores 
obtidos, como será explicado na secção 3.1.3, σ1=0,1 e σ2=0,9. Inicialmente, considera‐se que α0 
pertence ao  intervalo definido por αmin e αmax. Ao  longo das  iterações, αk  irá mudar de acordo 
com o algoritmo descrito em 3.1.3. A projecção ortogonal de um ponto arbitrário, Z, no domínio 






  ܼ௟ାଵ ൌ ܼ௟ െ ߚ௟݃ሺܼ௟ሻ  (69)
em que ݃ሺܼ௟ሻ ൌ ׏݂ሺܼ௟ሻ e ߚ௟ é sso     lar ado por  o pa  da iteração, um esca  d
ߚ௟ ൌ
ሺܼ௟ െ ܼ ሻ்ሺܼ െ ܼ௟ିଵሻ










O algoritmo que  ple  im menta o método SPG é dado por [51]: 
݇ ൌ 0. ݂݅ ଴ ଴
ݓ݄݈݅݁ ฮܲ
 ܼ ב Ω, ܼ଴ ൌ Ωܲሺܼ ሻ. 
൫ ݃ሺ ௞  
  ܾݑݏܿܽ ݀݁ ݈݄݅݊ܽሻ,   ܼ௞ାଵ ൌ ܼ௞ ൅ ߙ௞݀௞. 
Ω ܼ௞ െ ܼ௞ሻ൯ െ ܼ ฮଶ ൑ ߝ
݀௞ ൌ ൫ܼ௞ ݃ ௞ሺݑݏܽ݊݀݋ ݋ ݈ܽ݃݋ݎ݅ݐ݉݋ ݀݁ 
  ݏ௞ ൌ ܼ௞ା ሻ   ݁  ௞  
െ ߣ௞ ሺܼ௞ሻ൯ െ ܼ௞,   ߙ
,   ݕ ଵሻ
 
ଵ െ ܼ௞ ௞ ൌ ݃ሺܼ௞ା െ ݃ሺܼ௞   ߚ ൌ ۃݏ௞, ݕ௞ۄ.
 ߚ௞ ൑ 0, ߣ௞ାଵ ൌ ߣ௠௔௫ 
  ݁ ߣ௞ାଵ ൌ ݉݅݊൫ߣ௠௔௫,݉ܽݔሺߣ௠௜௡, ۃݏ௞, ݏ௞ۄ ߚ௞⁄ ሻ൯. 
  ݂݅  
  ݈݁ݏ





O  método  usado  requer  o  uso  de  uma  técnica  de  busca  de  linha  que  garanta  um 
decréscimo da  função,  contudo, não é necessário que este ocorra de uma  forma monótona. A 
técnica a que se recorre mais frequentemente foi desenvolvida por Grippo et al.[50], e constitui 
uma generali ra j o   guinte estrutura: zação da reg  de Armi o. O algoritmo usad  tem a se
  ௝ ൑ ݆ ൑ ݉݅݊ሺ݇,݉ െ 1ሻൟ;    ܼା ൌ ܼ௞ ൅ ݀௞; ௠݂௔௫ ൌ ݉ܽݔ൛݂൫ܼ௞ି ൯, 0
  ߜ ൌ ۃ݃ሺܼ௞ሻ, ݀௞ۄ ;  ߙ ൌ 1 
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  ݓ݄݈݅݁ ሺ݂ ൐ሺܼାሻ ௔௫ ൅ ߙߛߜ
ߙ ൌ െ0.5ሺߙଶߜሻ ሾ݂ሺܼାሻ െ ݂ ௞ሻ െ ߙߜሿ⁄  







  ା ൌ ܼ௞ ൅ ߙ݀௞             ܼ
݁݊݀ 
  ߙ௞ ൌ ߙ. 
   
 
A  ideia  é  determinar  um  valor  para  α  que  satisfaça  a  condição  definida  no  ciclo while. 
Inicialmente, assume‐se que α=1. Se ݔ௞ ൅ ݀௞ não produzir um resultado aceitável,  ter‐se‐á que 
retroceder,  diminuindo  α  até  se  obter  um  valor  que  satisfaça  a  condição.  Em  relação  ao 
parâmetro  γ,  este  é  bastante  pequeno  (neste  caso,  γ =  10‐4)  e,  como  tal,  dificilmente  será 
necessário retroceder mais do que uma vez, garantindo assim que a rapidez do algoritmo não seja 
afectada [52].  
Inicialmente,  conhece‐se  o  valor  de  ݍሺ0ሻ ൌ ݂ሺݔ௞ሻ  e  ׏ݍሺ0ሻ ൌ ׏݂ሺݔ௞ሻ்݀௞   .  Após  a 




݉௤ሺߙሻ ൌ   ሾݍሺߙሻ െ ݍሺ0ሻ െ ׏ݍሺ0ሻሿߙଶ+׏ݍሺ ሺ  0ሻߙ ൅ ݍ 0ሻ 








Classicamente,  definia‐se  ሾߪଵߙ, ߪଶߙሿ  como  o  intervalo  de  valores  que  α  poderia  tomar. 
Contudo,  aqui  assume‐se  que  o  intervalo  é  dado  por  ሾߪଵ, ߪଶߙሿ,  de  modo  a  garantir  que  a 
interpolação efectuada  seja de  confiança. Segundo Birgin et al., este procedimento  revelou  ser 
mais eficaz do que o tradicional [51].  
Quando  se  rejeita  o  primeiro  ponto,  os  próximos  são  calculados  ao  longo  da  mesma 
direcção. Como consequência, a operação de projecção é efectuada apenas uma vez por iteração. 
Esta  estratégia  de  procura  de  linha  assegura  que  ݂ሺܼାሻ  é  menor  que  o  máximo  da  função 
objectivo nas últimas m  iterações. Quando ݉ ൌ 1,  a  estratégia  reduz‐se  à  regra monótona de 








O  algoritmo  SPGMA  tem  como  variáveis de  entrada, os  valores  teóricos de nc,  kc, ns,  ks, 
comprimento de onda, γ e ε, assim como o valor experimental da reflectância difusa. Este será, na 





determinações  da  função,  o  valor  final  de  ܨ  e  a  sua  norma  superior.  É  possível  controlar  a 
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Ao  longo  do  desenvolvimento  do  algoritmo,  foram  efectuadas  diversas modificações  ao 
método de cálculo usado para determinar cada um dos coeficientes de reflexão. Começou por se 
determinar  cada  coeficiente  de  cada  vez  que  se  determinava  a  função  e  o  seu  gradiente.  Em 
seguida, e uma vez que o gradiente se calculava sempre a seguir à  função, determinaram‐se os 
coeficientes  nesta  última  e  usavam‐se  os  resultados  no  cálculo  do  gradiente.  Numa  outra 
abordagem, determinaram‐se inicialmente todas as dependências em θr (as quais não iriam variar 
ao  longo  da  execução  do  método),  restando  a  determinação  dos  coeficientes  consoante  a 
variação de nc e kc. Por fim, foi criado um conjunto de matrizes no início da aplicação do método 
SPG,  uma  para  cada  coeficiente  de  reflexão.  Estes  parâmetros  variam  com  o  comprimento  de 
onda,  com  o  índice  de  refracção  e  com  o  coeficiente  de  extinção.  Então,  determinando  estes 
coeficientes dentro de uma gama de  valores plausível, abrangendo  todos os  comprimentos de 
onda,  e  percorrendo  um  conjunto  de  valores  para  os  restantes  parâmetros,  por  exemplo, 




rccf=RCCF(icdo,inc,ikc)+ (RCCF(icdo,inc+1,ikc)- RCCF(icdo,inc,ikc))* ...  
    (nc-nc1(inc))/( nc1(inc+1)-nc1(inc))+ ... 
(RCCF(icdo,inc,ikc+1)- RCCF(icdo,inc,ikc))*(kc-kc1(ikc))/( kc1(ikc+1)-kc1(ikc)); 
 
Onde nc e  kc  correspondem aos parâmetros que estão a  ser optimizados, e nc1 e  kc1  são 
dados pelos vectores definidos anteriormente. Para os restantes coeficientes, os cálculos  foram 
efectuados de modo semelhante.  
Assim,  como  os  cálculos  intermédios  no  decorrer  do  método  SPG  não  envolveram 
operações complexas, mas sim  localização de valores através dos  índices das matrizes, o tempo 






o  valor  óptimo  do  vector  ܼ,  o  respectivo  valor  da  função  optimizada,  o  número  de  iterações 
efectuadas, e de  cálculo da  função. Em primeiro  lugar, determina os  coeficientes RDDB, RCCF, 
RCDF e RDDS, consoante explicado anteriormente. Em seguida, efectua uma estimativa inicial do 
valor da função ܨ, e da norma superior do seu gradiente. Nesta fase, também calcula as funções 
que dependem apenas de ߠ௥ e do comprimento de onda,  isto é, ܩܼܦݏ݅݊ߠ௥   , uma vez que estas 
permanecem  constantes  à  medida  que  se  efectua  a  minimização.  Deste  modo,  estas  são 





anexo  6.4.  apresenta‐se  um  fluxograma  onde  se  esquematizam  os  cálculos  envolvidos  nesta 
função. Durante o ciclo de  iterações, é chamada a função  ls.m, a qual fará a busca da  linha (line 
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search),  seguindo  a  condição  formulada  por  Raydan  [45],  descrita  na  secção  3.1.3,  e  cujo 
algoritmo se encontra esquematizado no fluxograma da figura 29, no anexo 6.4. 





























comprimentos  de  onda  mais  elevados,  o  índice  de  refracção  praticamente  não  variou.  Na 





































gráfico  de  Tauc  representado  na  figura  20.  Essa  estimativa  é  muito  influenciada  pelo 
comportamento da  curva na  região  em que  esse  coeficiente  atinge o  zero. Com os  resultados 
obtidos até ao momento, essa região é constante, e como tal, não é possível estimar o valor com 






Prevê‐se  que  ao  se  efectuarem  ajustes  ao  algoritmo,  os  resultados  se  aproximem 
sucessivamente  até  serem  similares.  Em  particular,  dever‐se‐á  dar  atenção  à  penalização 




















vareta  de  vidro.  Em  seguida,  os  filmes  sofreram  um  tratamento  térmico,  segundo  o  perfil  de 
temperatura  apresentado  na  figura  21.  Note‐se  que  após  atingir  a  temperatura  máxima  de 
tratamento  (450ºC),  deixou‐se  a  amostra  arrefecer  naturalmente  até  atingir  novamente  a 
temperatura ambiente, conforme ilustrado pela recta de declive negativo na figura. 
 
Figura 21 – Perfil de  temperaturas utilizado no  tratamento  térmico das amostras. Após a permanência nos 450ºC, 
procedeu‐se ao arrefecimento natural da amostra, por um período de tempo indeterminado. 
Deste  modo,  o  solvente  foi  evaporado  e  as  partículas  de  TiO2  reorganizaram‐se, 
cristalizando  sob  a  estrutura  de  anatáse. Devido  a  esse  facto,  o  índice  de  refracção  complexo 
deste material  será  diferente  do  estudado  anteriormente.  Contudo,  os  dados  encontrados  na 
literatura para este tipo de estrutura cristalina são mais escassos, e como o parâmetro depende 
do método de deposição usado, assim como das condições em que esta é efectuada, não existe 
grande  congruência entre as várias  referências. Consequentemente,  considerou‐se  inicialmente 
que os valores são semelhantes em ambas as estruturas. Ao ser efectuado o ajuste, espera‐se que 
estes parâmetros se aproximem mais do valor real [6, 8]. A elipsometria espectroscópica é uma 
técnica  frequentemente  usada  para  determinação  das  propriedades  ópticas  de  filmes  finos. 






O Mo é um metal de  transição, usado muito  frequentemente como contacto  traseiro em 
células solares CIGS  (nomenclatura usada a partir dos materiais que as compõem: cobre,  índio, 
gálio  e  selénio).  Este  é  caracterizado  por  não  reagir  com  os  elementos  que  constituem  essas 
células e por apresentar uma boa condutividade, a qual não se degrada com o tempo. Contudo, 
apresenta  fraca adesão ao vidro. Para ultrapassar esse  facto,  foram depositadas duas camadas: 
uma  com  boa  adesão,  na  qual  os  átomos  se  encontram  mais  próximos,  e  outra  em  que  se 
privilegia a condutividade eléctrica. O índice de refracção complexo usado nos cálculos foi obtido 













foram estimados  recorrendo à  técnica de perfilometria. Efectuou‐se um  corte no material  (até 
atingir  o  substrato  de  vidro),  e  outro  numa  zona  da  amostra  que  apenas  contivesse  Mo,  e 
colocou‐se  a  amostra  no  interior  da  câmara  do  perfilómetro.  Em  seguida,  estabeleceu‐se  a 
distância de varrimento da agulha  (zona de  interesse) e obteve‐se o padrão do perfil em várias 
zonas da amostra. Procedeu‐se de  igual modo para a  zona da  amostra que  continha apenas a 
camada de Mo, de modo a poder‐se subtrair a sua espessura. É de notar que os valores obtidos 












 Os  gráficos  da  reflectância  difusa  e  da  reflectância  especular  adquiridos 
experimentalmente, para as duas amostras, constam na figura 23 (a). Na mesma figura apresenta‐
se a dependência de Rcd com o comprimento de onda, determinada numericamente recorrendo 
aos  valores de n(TiO2) e  k(TiO2) usados no  capítulo  anterior. Na  figura 23  (b)  apresenta‐se um 










em atenção que o método de deposição usado é diferente, e  tal como  foi  reportado  inúmeras 
vezes,  isso  influencia  grandemente  os  coeficientes  de  reflexão  das  amostras,  e 
consequentemente, a sua reflectância. Por fim, o facto de o substrato ser de Mo poderá ter tido 
influência, possivelmente através de  reacções que poderão  ter ocorrido na  fase do  tratamento 
térmico.   
 


















e  segunda amostras,  respectivamente, e para um máximo de 50 000  iterações obtiveram‐se os 
resultados da  figura 24  (a) e  (b) para a amostra 1 e 2,  respectivamente. No caso da amostra 1 
alcançou‐se a convergência de 10‐5, com um valor de F  final de 5,92 ൈ 10ିଷ. Contudo, embora 
haja  boa  sobreposição  do  ajuste  com  os  valores  experimentais  até  700  nm,  após  esse  valor 
observa‐se  que  o  ajuste  fica  aquém  do  esperado.  Variando  o  critério  de  convergência  não 
produziu variações significativas nesta zona, o que poderá  indicar a necessidade de optimizar as 








efectuado usando o método  SPG  (a  vermelho) para  a  amostra  1  (a)  e para  a  amostra  2  (b).  Efectuaram‐se  50000 
iterações sem atingir convergência. 
a  b 
Os  gráficos  da  figura  25  descrevem  o  comportamento  dos  parâmetros  que  foram 
optimizados  pela  aplicação  do  método  SPG.  Em  relação  ao  coeficiente  de  absorção,  este 
apresenta  um  valor  inferior  ao  inicial,  para  ambas  as  amostras  (figura  25  (a)),  sendo  bastante 
irregular no caso da segunda amostra. Para esta, entre os 420 e os 446 nm, verifica‐se que há um 
aumento deste  coeficiente. Tal não  seria de esperar, dadas as  restrições  impostas ao  longo da 
execução  do  método.  O  índice  de  refracção  também  demonstra  um  comportamento 
relativamente irregular e que se afasta muito do inicial (figura 25 (b)), nomeadamente para baixos 
comprimentos  de  onda  (até  360  nm),  em  que  toma  valores  entre  0,7  e  1,5,  aumentando 




em  causa,  assim  como  do  tamanho  dos  grãos  que  compõem  o  filme  e  do  próprio  tipo  de 
deposição efectuada. Assim, perante o desconhecimento do valor teórico desta variável para este 
caso, não  é possível  afirmar  se o  ajuste  está, ou não, de  acordo  com o  esperado.  Por  fim, os 
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coeficientes de dispersão  (figura 25  (c))  também  apresentam uma  variação muito  irregular,  ao 
longo de  todo o espectro. Neste caso, é necessário ter em atenção o tipo de deposição que  foi 








Figura  25  –  Variação  de  (a)  coeficiente  de  extinção,  (b)  índice  de  refracção  e  (c)  coeficiente  de  dispersão  com  o 
comprimento de onda da  radiação  incidente, para ambas as amostras. As  linhas a  tracejado  representam os valores 
iniciais  e  as  linhas  com  traço‐ponto  o melhor  ajuste. Os  resultados  da  amostra  1  e  da  amostra  2  apresentam‐se  a 
vermelho e a verde, respectivamente. 
Em relação à espessura das amostras, o valor obtido após a aplicação do método é superior 
ao  valor  inicial  em  ambos  os  casos. Obteve‐se  uma  espessura  de  3590  nm  e  3324  nm  para  a 
amostra 1 e 2, respectivamente. 
O  gráfico de  Tauc,  apresentado na  figura 26, evidencia  a dependência do  coeficiente de 

























fácil. Nesse  contexto,  surgem diferentes métodos  computacionais que permitem  inferir quanto 
aos  parâmetros  estudados,  entre  os  quais  o Modelo  de  Kubelka‐Munk.  Este modelo  tem  sido 
adaptado  ao  longo  do  tempo,  consoante  as  necessidades  foram  surgindo,  sendo  hoje  em  dia 
aplicável a filmes finos, opacos e de superfícies opticamente rugosas. 
Ao longo deste ano de trabalho, foi desenvolvido de raiz um algoritmo computacional que 
implementou  as  equações  inerentes  ao  método  de  Kubelka‐Munk  modificado  para  o  tipo  de 
amostras em causa, assim como dois métodos diferentes: um de análise de  reflexão de  luz – o 




encontraram  na  bibliografia,  o  que  resultou  em  entraves  por  vezes  difíceis  de  ultrapassar. 
Contudo,  a  tarefa  acabou  por  se  tornar  compensadora,  uma  vez  que  os  conhecimentos 
adquiridos, assim como os resultados a que se chegou foram muito motivadores.  
Numa  primeira  fase  pretendeu‐se  testar  a  validade  do  algoritmo,  analisando  dados  de 




optimização  do  algoritmo,  esta  situação  seja  ultrapassada,  e  os  objectivos  propostos  sejam 
atingidos. 
Aplicando  o  algoritmo  desenvolvido  a  duas  amostras  depositadas  no  laboratório, 
obtiveram‐se valores de energia de hiato muito aproximados, de 3,27 eV e 3,18 eV, apesar da 







maior  precisão,  efectuar  um  estudo  mais  adequado  em  relação  ao  índice  de  refracção,  à 
espessura  das  amostras,  σ0  e  τ.  Estudar  a  influência  do  tipo  de  pasta  usada,  o  tamanho  das 
esferas  e  o  tipo  de  deposição.  Também  terá  interesse  proceder‐se  a  uma  análise  dos  erros 
















Considerando  que  os  meios  possuem  índices  de  refracção  complexos  ni=n1+ik1  e  nt=n2+ik2,  a 
amplitude no plano de incidência e no pla  p di  respectivamente, dada por: no erpen cular a este é,

















Usando a equação fundame tr o a anipulação algébrica, obtém‐se: ntal da  ig nometria, e  pós alguma m












sin ߠ௜ cos ߠ௧ െ sin ߠ௧ cos ߠ௜








ሺܽ െ cos ߠ௜ሻ െ ܾ݅
ሺܽ ൅ cos ߠ௜ሻ െ ܾ݅
 
(A.6) 








כ ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿ݋ݏଶߠ െ 2ܽ cos ߠ
൅ ൅
ൌ ௜ ௜
ܽଶ ܾଶ ൅ ܿ݋ݏଶߠ௜ 2ܽ cos ߠ௜
 
Por outro lado, sabendo que tanሺߠ௜ െ ߠ௧ሻ ൌ sinሺߠ௜ െ ߠ௧ሻ cosሺߠ௜ െ ߠ௧ሻ⁄ , facilmente se obtém: 
(A.7) 
θr  θt 















cos ߠ௜ ሺܽ െ ܾ݅ሻ െ ݏ݅݊ଶߠ௜













ܽଶ ൅ ܾଶ െ 2ܽ sin ߠ௜ݐܽ݊ߠ௜ ൅ ݏ݅݊ଶߠ௜ݐܽ݊ଶߠ௜

























௦ ሺ߲ܽ ߲ܵ⁄ െ ߲ܾ ߲ܵ⁄ cothሺܾ݄ܵሻ െ ܾ ߲ cothሺܾ݄ܵሻ ߲ܵ⁄ ሻሺܽ ൅ ܾ cothሺܾ݄ܵሻ െ ݎௗௗ
௦ ሻ




௦ ሺܽ െ ܾ cothሺܾ݄ܵሻሻ൯ሺ߲ܽ ߲ܵ⁄ ൅ ߲ܾ ߲ܵ⁄ cothሺܾ݄ܵሻ ൅ ܾ ߲ cothሺܾ݄ܵሻ ߲ܵ⁄ ሻ


























ሺܽଶ െ 1ሻିଵ ଶ⁄   (A.14)
 
 















௦ ܾሺ߲ cothሺܾ݄ܵሻ ߲݄⁄ ሻሺܽ ൅ ܾ cothሺܾ݄ܵሻ െ ݎௗௗ
௦ ሻ




௦ ሺܽ െ ܾ cothሺܾ݄ܵሻሻ൯ሺܾ ߲ cothሺܾ݄ܵሻ ߲݄⁄ ሻ










ൌ െܾܵ cschଶሺܾ݄ܵሻ  (A.17)
 
















௦ ሺ߲ܽ/߲ܭ െ ߲ܾ ߲ܭ⁄ cothሺܾ݄ܵሻ െ ܾ ߲ cothሺܾ݄ܵሻ ߲ܭ⁄ ሻሺܽ ൅ ܾ cothሺܾ݄ܵሻ െ ݎௗௗ
௦ ሻ




௦ ሺܽ െ ܾ cothሺܾ݄ܵሻሻ൯ሺ߲ܽ ߲ܭ⁄ ൅ ߲ܾ ߲ܭ⁄ cothሺܾ݄ܵሻ ൅ ܾ ߲ cothሺܾ݄ܵሻ ߲ܭ⁄ ሻ


















































ܴ௄ெଶ ൫1 െ ݎ௖ௗ
௙ െ ݎ௖௖
௙൯൫1 െ ݎௗௗ
























௦ ሺܽ െ ܾ cothሺܾ݄ܵሻሻ െ ሺܽ െ ܾ cothሺܾ݄ܵሻሻሺܽ ൅ ܾ cothሺܾ݄ܵሻ െ ݎௗௗ
௦ ሻ
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